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Computing of the Free Excess Energy and the Osmotic Coefficient to obtain Potential Parameters 

of Short-range Internactions of Electrolyte Solutions 

Short range interaction potentials between ions are approximated by a step function with a 
hard core. Then from general statistical-mechanical formulas the first correction to the limiting 
law of the free excess energy F* (3 (2)-term of the cluster theory) is computed for low concentra-
tions, i .e. small plasm parameter / / p = e 2 « /D 0 A: 71 -. Fitting to a Lennard-Jones potential for 
symmetrical electrolytes results in values for F*, the osmotic pressure and the osmotic coefficient. 
Numerical fitting to experimental results of Lange for the osmotic coefficient gives information 
concerning the contact distance a and attraction parameter E for some water-tetraalkylhalogenide-
systems. 

Einleitung 

Ein Ziel der statistischen Theorie der Ionenlösun-
gen ist die Berechnung der freien Exzeßenergie h 2 

F*=F-Fli, 

d. h. der Differenz zwischen der totalen freien Ener-
gie der Ionenlösung und der einer idealen Lösung 
gleicher Temperatur und Konzentration. Die freie 
Exzeßenergie kann ganz allgemein dargestellt wer-
den durch die Formel 

F*= —kT V (& , 

mit <5= + ( £ ( 2 ) + ( 5 W + . . . + ©( » ) + . . . 
1 2 tz 

Der erste Term liefert das Grenzgesetz von Debye, 
während die Beiträge eine Folge von Korrek-
turen zum Grenzgesetz darstellen. 

In dieser Arbeit wird eine über das Grenzgesetz 
hinausgehende Verbesserung der freien Exzeßener-
gie durch eine Berechnung der ersten Cluster-Kor-
rektur vorgenommen. Aus F* lassen sich dann 
alle übrigen Exzeßgrößen durch einfache Differen-
tiationen ableiten. Man gewinnt somit Ausdrücke für 
den osmotischen Drude und den osmotischen Koeffi-
zienten. Durch Anpassung an experimentelle Daten 
lassen sich dann Aussagen über die die kurzreiehen-
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den interionischen Wechselwirkungen beschreibenden 
Parameter gewinnen. 

Es g i l t 3 : 

<S(2) = I 2 2 nanbfdxb [$ab-h92ab], (1) 
a b 

mit <Pab = exp {gab - ß V'ab} - 1 -gab. 

Hierin ist gab die Debyesche Korrelationsfunktion, 
die definiert wird durch 

kTgab + Vab + 2 ncfdxcVacgbc = 0, 
c 

mit 

Vab = Coulomb-Potential, 

9ab = labg(r) , 

g{r) = (1 /r ) exp { — % r } , 

hb = - eaeb/D0kT, 

x2 = 4>JiZnaea2/D0kT, 

a 

V'a b = kurzreichendes Potential, 
na = Dichte der Teilchen der Sorte a, 

ß = 1 /kT, 
ea = elektrische Ladung eines Ions 

der Sorte a, 
D0 = Dielektrizitätskonstante des Lösungs-

mittels, 

k = Boltzmann-Konstante, 

T = abs. Temperatur. 
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Berechnung der ersten Korrektur zum Hierbei ist Rab der Radius des harten Kerns und 
Grenzgesetz von Debye für Stufenpotentiale y>ab(r) ein analytisches Potential kurzer Reichweite, 

mit hartem Kern welches anziehende und abstoßende Kräfte enthält. 
t-, „ . 1 0 * 1 1 i . Für r > R'ah soll das gesamte Wechselwirkungs-Ls soll angenommen werden, daß sich das kurzrei- . T . . . . . . , , , ~ , , „ - i f } 

i i ti . .• i i wr i i • i - i i potential lediglich durch das Loulomb-rotential Vab chende Potential der Wechselwirkung zwischen den . . . . . i . . ,..n . , beschrieben werden. Ionen approximieren laßt durch 
I f " 0 < R A n a l ° g i e ZU Herleitungen in 4 kann dann 

/ x r- r. TP T>"b' für den Boltzmann-Faktor angegeben werden: <pab(r) fur Rab^r<Rab, 
0 für R'ab r < o o . 

[ 0 für 0 <Lr<Rab, 
exp{-ßV'ab(r)} = l + r a ö ( r ) für Rab<Lr<R'ab, mit xab(r) = exp { - ß cpab(r)} - 1 . 

11 für R'ab t < o o , 

Somit ergibt sich für die erste Korrektur zum Grenzgesetz (1) 
R'ab oo oo 

(5® = 2n 2 nanb{fexp{gab}r2exp{-ß^pab(r)}dr + / exp {gab} r2 dr - / ( I +gab +1 g2ab) r 2 d r } . 
ab RUh R'ab 0 

Mit der Hilfsfunktion 5 

läßt sich schreiben 

F(y) = / exp {gab] r2 dr - f ( l + g a b + hg2ab) r2 dr, 

R' 
F (IVat) = F (Rab) - / exp { g a b } r2 dr . 

Rab 

Es folgt somit 
R ab 

<3W = 2 n2nanb {fexp{gab} r2 [exp { - ß < p a b ( r ) } - 1] d r + F(Rab)} 
ab Rab 

R'ab 

= 2 j i 2 nanb{f exp { g a b } r2 rab (r) dr + F (Rab)} . 
ab Rab 

R'nh 

Zur Berechnung von / exp {gab} r2rab(r)dr soll versucht werden, <pab(r) durch eine Stufenfunktion Qab{r) 
Rab 

zu approximieren, so daß im v-ten Intervall der Breite <5 ein mittlerer konstanter Wert für cpab (r) angenom-
men werden soll. Dabei kann <pab{r) irgendeine geeignete Potentialfunktion sein: 

Qab(r) = 

(<Pab(Rab + d/2) für Rab r<Rab + d, 
\<Pab(Rab + 3ö/2) für Rab + d^r<Rab +2d, 

1 «Pab [Rab + (2 r + 1 ) d/2] für Rab + v * ^ r < Rab + (v + 1 ) d . 

Für fest vorgegebene Stufenbreite <5 und R'ab gilt: v == 0, 1 , . . . , m, mit 
m=(R'ab-Rab)/<5-1. (2) 

Da rab(r) stückweise konstant ist, läßt sich schreiben: 
R'ab m Rab+(v +1)5 
/ exp {gab} r2 rab (r) dr = 2 rab (Rab + v <5) / exp {.gab} r2 dr . 

Rab v = 0 Rab + v3 

Für das weitere Vorgehen ist es zweckmäßig, das Integral im v-ten Glied der Reihe umzuschreiben: 
Bob +(v + l)<5 Rab + (v +1)3 oo oo oo oc 

f...dr = f...dr + f . . . d r - f . . . d r - f ( l +gab + \ g2ab) r2 dr + / ( 1 +gab + \g2ab) r2 dr, 
Rab + v3 Rab + vS Rab + (v +1 )3 Ä a 6 + (v + 1)3 0 0 
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somit ist 
ffab+0 + 1)5 

/ e x p { ^ } r 2 d r = F(Rab + vö) -F[Rab+(v + 1)6]. 
Rab + >'3 

Die Berechnung von ist somit im wesentlichen auf die Berechnung der Hilfsfunktion F ( y ) zurückgeführt 
worden. Führt man wie in 6 die dimensionslose Variable x = r/y in F (y) ein, so wird 

m 
= 2 nanb{2 rab(Rab + v») [F(Rab+vt5) - F (Rab + (v + l) ö)] +F(Rab)} 

ab v = 0 

= 2 71 2 nanb { 2 rab(Rab + vd) [ + d)3 K(g"ab; fi"ab) 
ab v = 0 

- (Rab + (V + 1 K&ab; ju'ab) ] + R\b Mab) } • 

Hierin ist die Funktion K definiert durch 

= / exp 
l 

— e~fx x~ cLr — \ 
X J 

£ 1 £2 

1 + — - V e " 2 * * x 2 ar 
a;2 cL r . 

( 3 ) 

laö ist der Bjerrum-Parameter. Für die in Gl. (3) eingeführten Parameter gilt: 

lab f-r lab t , _ t" , s ab — r> ' Sat»- D , s + V 0 i £ ab — 
Ä o 6 + ( v + 1 ) < 5 ' 

Mab = % Rab, /«"a& = «(Äa&+V<5), = (v + 1)(5] 

Für die freie Exzeßenergie ergibt sich dann mit den obigen Funktionen: 
x 

F* = —kTV no TZ 2nanb { 2 rab{Rab + v d) [ {Rab + v (3)3 K{£"ab-, / t " o 6 ) 
1 4 71 ab v = 0 

-(Rab+(r + l)ö)3 K(?ab;ju'ab)]+R\bK(U;Fab)} + ..- }. (4) 

Gleichung (4) geht für den Spezialfall m = 0, d = R'ab — Rab und (pab(r) = —eab = const, in die für ein Ka-
stenpotential hergeleitete Beziehung über 5 

F* = -kTV\Y~— + 2 tz 2nanb[(l+Tab)R*ab K(£ab; //a6) - r a 6 R'abK(£'ab; juab)] +... ), 

£ö& ist die Tiefe des Potentialtopfes, für xab gilt rab = exp[/? £a&] — 1. 

Anpassung an das Lennard-Jones-Potential 

Im folgenden soll angenommen werden, daß <pab(r) durch das 6 — 12-Lennard-Jones-Potential 7 festge-
legt sei, 

<Pab(r) =4 Eab ( r r - w ( 5 ) 

Die Größe Eab bestimmt hierbei die Tiefe des Potentials im Minimum und ist somit ein Maß für die Stärke 
der anziehenden kurzreichenden Wechselwirkung. 

Weiterhin seien die Formeln des vorigen Abschnittes auf den einfachsten möglichen Fall spezialisiert: Man 
betrachtet einen Elektrolyten mit zwei Sorten von Ionen (Index 1 und 2 ) , der bezüglich der Ladungen und 
der kurzreichenden Kräfte vollständig symmetrisch ist. Es gilt also 8 : 

Teilchenzahldichte: n1=n2=n0 [Teilchen/cm3] , 
Ionenladung: e2 ——e1 = e [C] , 
Kontaktabstand: R n — R1 2=R22 = aL [Ä] , 
L-/-Parameter: o11=o12=o22—o [Ä] , 
Tiefe des L-/-Potentials: En—E12=E22 = E [erg] . 
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Ferner sei abkürzend symbol i s ier t 

809 

a + vd = a", a+ (v+1) d = a . 

Für den B je r rum-Parameter gilt dann 

£12 — — £11 — — £22 — fr > 
1 1 2 — — £ 11 — — £ 22 — fr 5 

g 12 = — £ 11 = — s 22 = ö • 

Es f o l g t somit f ü r d ie f r e i e Exzeßenerg i e * 

I V3 m 

— — + 2 ( 2 a n 0 2 ) [ 2 x(a')\_a'*K(b"-,xa') - a 3 K ( b ' ; x a ) ] + a3K(b;xa) 
1 2 a v = o m 1 

+ - a ' 3 £ ( - & ' ; x a ' ) ] + a3 £( - b; x a) ] + . . . , 

F* = -kTV\—— + 8 Jin02[% x(a")[a"zk{b"-,xa") - a ' 3 k(b'; x a) ] + a 3 Ä ; ( 6 ; xa)] + 
[ 12 71 v = o 

D i e Funkt ionen 

wurden speziell f ü r d ie Behand lung symmetr ischer Elektrolyte e i n g e f ü h r t 9 . 
F ü r den osmot ischen Drude gilt 

P - P = -dF*/dV, 

mit P = 2 nakT. 

Unter Benutzung der Bez iehungen 

dx/d V= -x/2 V, dnjd V= - na/V 

und j u ~ x ~ ] / n 

( p 2 j , m 

T t Y T t - 2 ^ I ^ { I R a b ( R a b + vd)[(Rab + vS)^ K(tj"ab; FI"AB) o U ü k l b r = 0 
(Rab+ (v+ l)öY K(Z'ab; ju'ab)] +R\bK(U; Hab)} + . . 

(e 2 x m — — — 

1 ~ * T\ 1 r — 4 71 no ( 2 T (fl//) lV'3 k(b"; x a') — a3 k(b'; x a)] + a3 k(b, x a)] + ... \, 
o Lf0 k 1 v = 0 J g 

mit K(£;ju) = K(£;ju) +±ju u n d / / ) = ju) + K{ - ju) ] w ie in 5 , 

Tab. 1. Parameter der kurzreichenden Kräfte für Tetraalkylammoniumhalogenide. Es bedeuten hier r m i n = o Vn/6 der 
Wert von r für das Energieminimum nach Gl. (5), s die Standardabweichung der Beobachtungen. Die Bedeutung der an-

deren Symbole entnehme man dem Text. 

Verbindung a-107 cm F-10 1 3 erg E/k[ K] "Tab ( r m i n ) ' " m i n ' 1 0 7 c m s 

N(CH3)4C1 0,560 ±0,048 0,29 ±0 ,13 211 1,17 0,6282 0,0039 
N(CH3)4J 0,4703 ±0,0056 0,611 ±0,057 442 4,05 0,5279 0,00210 
N(C2H5)4C1 0,506 ±0,017 0,380 ±0,083 275 1,74 0,5679 0,00211 
N(C2H5)4J 0,483 ±0,037 0,58 ±0 ,30 417 3,59 0,5422 0,0041 
N(CH 3 ) 3C 5HuJ 0,472 ±0,044 0,58 ±0 ,42 423 3,71 0,5302 0,0115 
N(C3H7)4C1 0,523 ±0,021 0,346 ±0,071 250 1,50 0,5875 0,00084 
N(C3H7)4J 0,245 ±0,020 0,496 ±0,074 359 2,73 0,6119 0,00136 
N(C4H9)4C1 0,860 ±0,091 0,144 ±0 ,030 104 0,47 0,9656 0,00099 
N(C4H9)4J 0,95 ±0 ,34 0,24 ±0 ,22 175 0,89 1,063 0,0032 

* Die hier benötigten Formeln im Zusammenhang mit der Auswertung der Funktionen K und K findet man in 9. 
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Für den osmotischen Koeffizienten ergibt sich hieraus 
dann 

e- x. m — / // 
* n i T + 4 N0 { 2 T ( a " ) [a"3k(b"; x a") 
6 L)q K 1 v = o 

- a 3 Ä ( 6 ' ; * a ) ] + a 3 I ( 6 ; * o ) ] + . . . } . (6) 
Gleichung (6) enthält als Parameter die noch nicht 
von vornherein festzulegenden Größen E, o nach 
GL ( 5 ) , den Kontaktabstand a und die mit Gl. (2) 
verbundenen Größen ö und ra. Zur Verminderung 
der Anzahl der Parameter wird o = a angenommen; 
d. h. für r = a wird cp{r) = 0 . Für r < a schließt sich 
der harte Kern an, 9 ? ( r < a ) = co. Diese Annahme ist 
sinnvoll, da das Lennard-Jones-Potential wegen des 
r~12-Termes ohnehin einen sehr steilen Anstieg be-
sitzt. E und a werden als auszugleichende Parameter 
angesehen. Setzt man R'= a Rah , so läßt sich we-
gen des kurzreichenden Charakters von 9?(r) für a 
durch Ausprobieren ein Wert a* finden, von dem ab 
eine weitere Vergrößerung von a keine wesentlichen 
Änderungen in den auszugleichenden Parametern E 
und a mehr bewirkt. 

In allen hier untersuchten Fällen war a = 6 aus-
reichend. Durch Probieren läßt sich auch ein zweck-
mäßiger Wert für die Stufenbreite <5 gewinnen. Man 
findet d Äi aj25 als hinreichende Breite. 

Wendet man Gl. (4) auf die von Lange 10 ange-
gebenen experimentellen Daten für den osmotischen 
Koeffizienten von wäßrigen Tetraalkylammonium-
halogenid-Lösungen an, so können der Parameter E 
und der Kontaktabstand a nach der Methode der 
kleinsten Quadrate vermittelnder unbedingter Be-
obachtungen errechnet werden. Die Ergebnisse sind 
in der Tabelle zusammengestellt. Die dort angegebe-
nen Kontaktabstände liegen zwischen etwa 5 und 
10 Ä . Zieht man als Beitrag der Halogenionen etwa 
2 Ä ab (Ionenradius)11 , so würden sich bei Annahme 
einer Additivität der Abstandsbeiträge Werte von 

* Es ist zu bedenken, daß bei einer Vernachlässigung des 
kurzreichenden anziehenden Wechselwirkungstermes ab-
surd kleine oder sogar negative a-Parameter gefunden 
werden. 
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Die in dieser Arbeit errechneten Tiefen der Poten-
tialmulden (E/k in der Tabelle 1) entsprechen etwa 
den Verhältnissen bei Edelgasen. Mason und Rice 13 

fanden für das Lennard-Jones-Potential an Edelgasen 
die folgenden Werte 

Substanz He Ne Ar Kr Xe 

E/k [ K ] 10,22 36,3 119,3 159 228 

Damit liegt die Vermutung nahe, daß es sich auch bei 
den Ionen um van-der-Waals-Anziehung handelt. 
Diese Vermutung wird auch gestützt dadurch, daß 
mit der Zunahme der Elektronenzahl beim Übergang 
von Chlor- zu Jodionen eine deutliche Erhöhung des 
Wertes von E/k auftritt. 

Für weitere Informationen über den Charakter 
der kurzreichenden Wechselwirkungen auch bei ande-
ren Elektrolytsystemen wären dringend weitere ge-
zielte experimentelle Untersuchungen nötig. 

Herrn Prof. Dr. W. Seidel, Gießen, danke ich für 
hilfreiche Diskussionen. 
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