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Computing of the Free Excess Energy and the Osmotic Coefficient to obtain Potential Parameters
of Short-range Internactions of Electrolyte Solutions

Short range interaction potentials between ions are approximated by a step function with a
hard core. Then from general statistical-mechanical formulas the first correction to the limiting

law of the free excess energy F* (S®

-term of the cluster theory) is computed for low concentra-

tions, i.e. small plasm parameter up=e®»/Dyk T < -. Fitting to a Lennard-Jones potential for
symmetrical electrolytes results in values for F*, the osmotic pressure and the osmotic coefficient.
Numerical fitting to experimental results of Lange for the osmotic coefficient gives information
concerning the contact distance a and attraction parameter E for some water-tetraalkylhalogenide-

systems.

Einleitung

Ein Ziel der statistischen Theorie der Ionenlsun-
gen ist die Berechnung der freien Exzeflenergie ! 2

F*:F—-Fid,

d. h. der Differenz zwischen der totalen freien Ener-
gie der Ionenlésung und der einer idealen Losung
gleicher Temperatur und Konzentration. Die freie
ExzeBenergie kann ganz allgemein dargestellt wer-
den durch die Formel

F*= —kTV G,

3

B
12 T *

+E® 1+ E® ..

mit S=

Der erste Term liefert das Grenzgesetz von Debye,
wihrend die Beitrige ©™ eine Folge von Korrek-
turen zum Grenzgesetz darstellen.

In dieser Arbeit wird eine iiber das Grenzgesetz
hinausgehende Verbesserung der freien ExzeBener-
gie durch eine Berechnung der ersten Cluster-Kor-
rektur ©® vorgenommen. Aus F* lassen sich dann
alle iibrigen Exzellgrofen durch einfache Differen-
tiationen ableiten. Man gewinnt somit Ausdriicke fiir
den osmotischen Druck und den osmotischen Koeffi-
zienten. Durch Anpassung an experimentelle Daten
lassen sich dann Aussagen iiber die die kurzreichen-
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den interionischen Wechselwirkungen beschreibenden
Parameter gewinnen.

Es gilt 3:
S@=3% > % nang [dvy [Pay—50%a], (1)

Poy= €xp {gab —/3 V/ab} -1 —gu.

Hierin ist g, die Debyesche Korrelationsfunktion,
die definiert wird durch

kT'gab+Vab+ Z ncfdrc Vacgsc=0,

mit

mit

Viy = Coulomb-Potential,

Gab = lapg(r),

g(r) (1/r) exp{ —=r},

law = —eqey/DykT,

¥ = dangel/DykT,

Vs = kurzreichendes Potential,

n, = Dichte der Teilchen der Sorte a,

B = 1/kT,

€ = elektrische Ladung eines Ions
der Sorte a,

D, = Dielektrizititskonstante des Losungs-
mittels,

k = Boltzmann-Konstante,

= abs. Temperatur.
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Berechnung der ersten Korrektur zum Hierbei ist R,;, der Radius des harten Kerns und
Grenzgesetz von Debye fiir Stufenpotentiale @b (r) ein analytisches Potential kurzer Reichweite,
mit hartem Kern welches anziehende und abstoflende Krafte enthilt.

Fiir r = R’y soll das gesamte Wechselwirkungs-
potential lediglich durch das Coulomb-Potential Vg,
beschrieben werden.

Es soll angenommen werden, daB sich das kurzrei-
chende Potential der Wechselwirkung zwischen den

Ionen approximieren lafit durch
In Analogie zu den Herleitungen in 4 kann dann

fu 0<r<Ru, s
V) = (Zb(r) fﬁ: Ru < ;:R,;b ’ fiir den Boltzmann-Faktor angegeben werden:
0 fir R’y £ r< .
0 fur 0 é T<Rab ’
exp{—BV'a(r)} = {14+ 7a(r) fir Ryp S r<Ru, mit 74 (r) =exp{—fa(r)} —1.
1 fir R,ab§r<°°9

Somit ergibt sich fiir die erste Korrektur zum Grenzgesetz (1)
€O =27 2 nam, Q) exp{ga)} 12 exp{ ~ fpw ()} dr g }: exp {gas) 12 dr —:}(1 +9w+39%) r2dr}.
Mit der Hilfsfunktion ¥ 3
F(y) =yf exp {ga} r2dr —:fo (1 +ga+3g%0) r* dr,
1aBt sich schreiben ’
F(R' &) =F (Rap) ;Ijjbexp {gap} rdr.

Es folgt somit
R'ap
S@=2a Zb ngnp %f exp{ga} r2[exp{—B@au(r)} —1] dr + F(Ru) }
a ab

Rlab
=2x Zb ng nb}gfexp {gar} 2rap(r)dr+F(Ry)} .

R'op
Zur Berechnung von [ exp {gus} 2 745 (r) dr soll versucht werden, @, (r) durch eine Stufenfunktion g (r)
B

ab
zu approximieren, so da} im »-ten Intervall der Breite 0 ein mittlerer konstanter Wert fiir ¢, (r) angenom-
men werden soll. Dabei kann @, (r) irgendeine geeignete Potentialfunktion sein:

®ap (Rap +0/2) fiir Ry Sr<Rap+9,
Pap(Rap +36/2) fiir Rgp+0 S r<Rgp +29,

Qab(r) = 2

Pay[Rap + (27 +1) 8/2] fiir Ry +v0 <r<Rap + (v +1) 6.

Fiir fest vorgegebene Stufenbreite d und R’y gilt: » =0, 1,...,m, mit

m=(R'op—Rap)[0—1. (2)
Da 74, (r) stiickweise konstant ist, 1aBt sich schreiben:
Rlnb m Rab . (v + 1)6
Rf exp {gab} g (r)dr= ZO Tap (Rap +¥ %) f exp {gab} rdr.

Fiir das weitere Vorgehen ist es zweckmiBig, das Integral im »-ten Glied der Reihe umzuschreiben:

Rap+ (»+1)8 Rgp+ (v +1)8 oo oo =) oo

vedr=f...dr+ f.odr—f...dr —f[(Q14+gap+3g%0) r2dr+f(1+9gap+2g%s) r2dr,
Rgp +vd Rap +v8 Ryp+ (»+1)d  Rgp+ (v +1)8 0 0
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somit ist
Rap+(v+1)8

J exp{gaw}r2dr =F(Rg+v9) —F[Rypp+ (v+1)9].

ab TV

Die Berechnung von ©® ist somit im wesentlichen auf die Berechnung der Hilfsfunktion F (y) zuriickgefiihrt
worden. Fiihrt man wie in ¢ die dimensionslose Variable z =r/y in F (y) ein, so wird

@(2>=2:‘£ Zb Ng 1y {'gorab(Rab'*'"a) [F(Rab+7'6) _F(R(lb+ (”‘*’1)6)] +F(Rab)}

e Zb ngny { z_:orab(Rab +70) [(Rap+70)® K(&" w5 1" ) (3)
= (Rab -+ (’V‘*' 1)5)3 K(S’ab; ,“’ab)] +R3abK(Eab; /“ab)} .

Hierin ist die Funktion K definiert durch

K(E. t)_ j.?ex [ie—,ul‘ x“’d.t— cgo 1+ £e~/ll+ _1_&6—2.142 x?dx
S = SRRy z 2 & '

&qp ist der Bjerrum-Parameter. Fiir die in Gl. (3) eingefiihrten Parameter gilt:

E _ lab E// _ lab [ lab
ab = Rab ’ ab = Rab-i—?"a s Sab= Rab+ (V+1)(5 ’
Mab =% Rap , /u”abzx(Rab"‘v'é)’ ﬂ,nbzx[Rab'*‘ (r+1)d].

Fir die freie Exzellenergie ergibt sich dann mit den obigen Funktionen:
3 m
F*=—kTV {127 +2a ana ny { Eofab(Rab +70) [(Rap+v0)3 K(&" w5 1" a)

—(Rap+ (v+1)0)® K(&avs 1)1 +R30 K (Eaps ttap) } +- .. } . (4)

Gleichung (4) geht fiir den Spezialfall m =0, 6 = R’;;, — Ry, und ¢, (1) = — &4 = const. in die fiir ein Ka-
stenpotential hergeleitete Beziehung tiber 5

%3
12x

F*= _kTV{ +27 ananb [(1 +Tab)R3abK(§ab§/"ab) _IabR;?)K(E,ab;/"ab)] +... }9

&qp ist die Tiefe des Potentialtopfes, fiir 7, gilt 74, = exp[f €gp] — 1.

Anpassung an das Lennard-Jones-Potential

Im folgenden soll angenommen werden, dall @, (r) durch das 6 — 12-Lennard-Jones-Potential 7 festge-

legt sei,
Pur(r) =4 Eay [("‘”’)12 - (31)6} . (5)

r r

Die GrofBle E,; bestimmt hierbei die Tiefe des Potentials im Minimum und ist somit ein MaB fiir die Starke
der anziehenden kurzreichenden Wechselwirkung.

Weiterhin seien die Formeln des vorigen Abschnittes auf den einfachsten méglichen Fall spezialisiert: Man
betrachtet einen Elektrolyten mit zwei Sorten von Ionen (Index 1 und 2), der beziiglich der Ladungen und
der kurzreichenden Krifte vollstindig symmetrisch ist. Es gilt also 8:

Teilchenzahldichte : ny=ny=n, [Teilchen/cm?] ,
Tonenladung: e;=—e;=e [C],
Kontaktabstand: Ryy=R;;=R,=a [A],
L-J-Parameter: 011 =01s=03=0 [A],

Tiefe des L-J-Potentials: Ey=Ey,=Ey=E [erg] .
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Ferner sei abkiirzend symbolisiert
a+vd=d’, a+ (v+1)d=4d".
Fiir den Bjerrum-Parameter gilt dann

512’: '—Ellz _522=b’
512: _511=_E’22 =b ¥
12~ —E 1= _5 22 =b".

Es folgt somit fiir die freie Exzelenergie *

F*= —kTV{l";—ﬂ +22and[3 o) [d2RQ s %d") —BRE s nd)] 2P K (Byxa)
»=0

+>1(ad”)[a3K(=b";%a") —a3K(—b";%d")] +a3K(—b;x%a)] +.. } s
»=0

e
12 #

Die Funktionen

F* = —kTV{ +8an2 [ 1(a”")[a3k(b"; %d”") —a3 k(b ;%d")] +a3k(b;xa)] +}
»=0

k(&) = —3[K(550) +K(=6;0)]

wurden speziell fiir die Behandlung symmetrischer Elektrolyte eingefiihrt % 9.

Fiir den osmotischen Druck gilt _
P_P— _QF*/3V,

mit P=> n.kT.
Unter Benutzung der Beziehungen
%[V = —x[2V, Ony/V = —n,[V
und u~x~YVn
eagx = e ’
folgt P=kT > na{l— ——— —27 D np {2 tep(Rap+v8) [(Rap +78)% K(&"ans 1" ap)
a 6D0kT b »=0
—(Rep+ (v + 1)‘6)3 E(E,ab; lu’ab)] +R3abl_((5ab; Mab) } te.. }

e2x

=2n0kT {1— W

—4ang {2 v(a")[a"3k(b";xa") —a3k(b';%d)] +a81?(b,xa)]+...},
»=0

mit E(E;ﬂ)=K($;ﬂ)+%M%K(§;ﬂ) und k(& p) =3[K(550) +K(—&;0)] wiein?,

Tab. 1. Parameter der kurzreichenden Krafte fiir Tetraalkylammoniumhalogenide. Es bedeuten hier rpin=0 L_OV n/6 der
Wert von r fiir das Energieminimum nach Gl. (5), s die Standardabweichung der Beobachtungen. Die Bedeutung der an-
deren Symbole entnehme man dem Text.

Verbindung a-107 cm E-10% erg E[k[K] Tab (Tmin) Tmin* 107 cm s

N (CHy) ,Cl1 0,560 *0,048 0,29 *0,13 211 1,17 0,6282 0,0039
N(CH,) 4J 0,4703 +0,0056 0,611 % 0,057 442 4,05 0,5279 0,00210
N (C.Hy) (1 0,506 0,017 0,380 %0,083 275 1,74 0,5679 0,00211
N(C.H;) J 0,483 +0,037 0,58 +0,30 417 3,59 0,5422 0,0041
N(CHy)sC:H, J 0,472 0,044 0,58 0,42 423 3,71 0,5302 0,0115
N(C;H;) 4,C1 0,523 +0,021 0,346 0,071 250 1,50 0,5875 0,00084
N (CsH;) 4J 0,245 *0,020 0,496 £ 0,074 359 2,73 0,6119 0,00136
N(C,H,) ,Cl 0,860 *0,091 0,144 £ 0,030 104 0,47 0,9656 0,00099
N (C4Hy) 4J 0,95 +0,34 0,24 *0,22 175 0,89 1,063 0,0032

* Die hier benétigten Formeln im Zusammenhang mit der Auswertung der Funktionen K und K findet man in°.
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Fiir den osmotischen Koeffizienten ergibt sich hieraus
dann

3 m .

1-g= 650;cT +4 an, {,gor(a”) [ k(b ;2%d")

—ad3k(b';%2d)] +a3k(b;2a)] +...}. (6)
Gleichung (6) enthilt als Parameter die noch nicht
von vornherein festzulegenden Grofen E, ¢ nach
Gl. (5), den Kontaktabstand @ und die mit Gl. (2)
verbundenen Groflen 6 und m. Zur Verminderung
der Anzahl der Parameter wird ¢ =a angenommen;
d. h. fiir r=a wird @(r) =0. Fiir r <a schliefit sich
der harte Kern an, ¢ (r <a) = ~. Diese Annahme ist
sinnvoll, da das Lennard-Jones-Potential wegen des
r~12.Termes ohnehin einen sehr steilen Anstieg be-
sitzt. £ und @ werden als auszugleichende Parameter
angesehen. Setzt man R’ —=0a Ry, so ldBt sich we-
gen des kurzreichenden Charakters von ¢(r) fir a
durch Ausprobieren ein Wert o* finden, von dem ab
eine weitere Vergroferung von a keine wesentlichen
Anderungen in den auszugleichenden Parametern E
und @ mehr bewirkt.

In allen hier untersuchten Fillen war a=6 aus-
reichend. Durch Probieren 1af}t sich auch ein zweck-
maBiger Wert fiir die Stufenbreite 0 gewinnen. Man
findet 0 ~ a/25 als hinreichende Breite.

Wendet man Gl. (4) auf die von Lange!? ange-
gebenen experimentellen Daten fiir den osmotischen
Koeffizienten von wilirigen Tetraalkylammonium-
halogenid-Lésungen an, so kénnen der Parameter E
und der Kontaktabstand @ nach der Methode der
kleinsten Quadrate vermittelnder unbedingter Be-
obachtungen errechnet werden. Die Ergebnisse sind
in der Tabelle zusammengestellt. Die dort angegebe-
nen Kontaktabstande liegen zwischen etwa 5 und
10 A. Zieht man als Beitrag der Halogenionen etwa
2 A ab (Ionenradius)!!, so wiirden sich bei Annahme
einer Additivitit der Abstandsbeitrige Werte von

* Es ist zu bedenken, dafl bei einer Vernachldssigung des
kurzreichenden anziehenden Wechselwirkungstermes ab-
surd kleine oder sogar negative a-Parameter gefunden
werden.
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die folgenden Werte

Substanz  He Ne Ar Kr Xe
EJk [K]

10,22 36,3 119,3 159 228

Damit liegt die Vermutung nahe, daf} es sich auch bei
den Ionen um van-der-Waals-Anziehung handelt.
Diese Vermutung wird auch gestiitzt dadurch, daf}
mit der Zunahme der Elektronenzahl beim Ubergang
von Chlor- zu Jodionen eine deutliche Erhohung des
Wertes von E/k auftritt.

Fiir weitere Informationen iiber den Charakter
der kurzreichenden Wechselwirkungen auch bei ande-
ren Elektrolytsystemen wiren dringend weitere ge-
zielte experimentelle Untersuchungen notig.
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